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CHAPITRE 1

INTEGRALE D’UNE FONCTION
CONTINUE

1.1 Rappels sur les primitives

1.1.1 Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de la fonction f

sur I, la fonction F' telle que pour tout x élément de I, on a : F'(x) = f(x).

Exemples

1
1. z == Inz est une primitive de la fonction x — — sur R7.
x

2. x — cosz est une primitive de la fonction x — sinz sur R.

1.1.2 Propriétés

> Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur /.

> Soit F' une primitive de la fonction f sur I, alors pour tout réel ¢, F' + ¢ est une
primitive sur I de f.

> Toute primitive de f sur un intervalle I s’écrit sous la forme F' + ¢ ou ¢ est un
réel.

> Soit f une fonction admettant une primitive F' sur 'intervalle I, yg un réel, z
un point de [. Il existe une unique primitive F' de f qui prend la valeur g, en z,

c’est-a-dire F(zg) = yo.
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Rappels sur les primitives

1.1.3 Calcul des primitives

a) Primitives usuelles

Fonction f Primitive F Conditions
f(z)=a,a€eR F(z)=ax+c sur R
— * — n+1
f(z)=2",neN F(z) 1" +c sur R
f(z)=2% ac If —{-1}| F(z)= a——i—lxaH +c sur R
f(z)=— F(z)=lnz +c sur R
T
f(z)=¢" F(x)=¢e"4c¢ sur R
f(z) =sinx F(z) = —cosz+c sur R
f(z) =cosx F(z) =sinz + ¢ sur R
1 T
f(:v):cosfaj F(x) =tanx + ¢ :1:#5—1—1{,%
f(z) = — F(z) = —cotanx + ¢ x #km
sin® x .
flz) =z F(z) = 51’\/5—1— c sur R%
1
flz) = NG F(z)=2yx+c¢ sur R
1 1
flx) = E(ln x)" F(x) = _— 1(1naz)’”rl +c su;Rj
f(z) =tanx F(z) = —1In]|cosz|+¢ :B?é§+k‘7T

b) Primitives des fonctions composées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle 1.

Fonction Primitive Condition
wu™, neN —u" 4 e sur [
i n—+1
U
— In|ul+ ¢ u# 0 sur [
1
u 1 1
—, neN-{1 — w0 sur [
un { n—1lu""'+c¢ 7
wu®, o € R— {1} u*t + ¢ sur [
' a+1
U
— 2v/u + ¢ u > 0sur [
Vi v
' sinu —cosu+c sur
u' cosu sinu + ¢ sur
u'e? e +¢ sur
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Notion d’intégrale 4

Exercice

Soit f une fonction définie sur R, par : f(z) = e* — /x.
1. Déterminer une primitive de F' sur R, de f.

2. Déterminer une primitive F' de f sur R, qui prend la valeur 1 en 0.

Solution

1. Déterminons une primitive de F' sur R, de f.
On a: F(x) :ew—gxﬁch
2. Déterminons une primitive F' de f sur R, qui prend la valeur 1 en 0.
On a: F(x) :e“—gx\/fqtc
Or F(0)=1=¢=0
D'ou F(z) =e* — gx\/}

1.2 Notion d’intégrale

1.2.1 Définition

Soit f une fonction continue sur un intervalle I; a et b deux éléments de I et F' une

primitive de f sur I. On appelle intégrale de f de a a b le nombre réel noté F(b) — F(a).
On note pour tout t € I, F(b / ft)dt = [F(t)°.

1.2.2 Vocabulaire

/ f(t)dt se lit " somme ou intégrale de a a b f(t)dt "

> [F(t)])° se lit " F(t) pris entre a et b "
b

> a et b sont les bornes de l'intégrale / f(t)dt avec a < b.
> La variable ¢ est appelée variable d’cilntégration. Elle est dite variable muette car elle

peut étre remplacer par une autre sans changer la valeur de l'intégrale.

Exemple
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Notion d’intégrale 5

Conséquence

Soit F' et G deux primitives de f sur un intervalle I, alors il existe un réel ¢ tel que V

tel, G(t)=F(t) +c

1.2.3 Propriétés

p1) Soit f une fonction continue sur un intervalle I, a, b et ¢ trois éléments de I, on a :

lef@ﬂt:O;

»LU@&:—K%@ﬁ:;

> /acf(t)dt = /ab f(t)dt + /bcf(t)dt (relation de Chasles).

p2) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a un nombre réel, a et b
deux éléments de I, on a :
D/Qﬁ@ﬁ:a/f@ﬁ:o

> [0+ gyt = [ sars [ g
p3) Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a un nombre réel, a et b

deux éléments de I (a < b).
b

> Si f est positive sur [a;b], alors / f(t)dt > 0;

> Si f < g sur [a;b], alors /bf(t)dt < /b g(t)dt.
psa) Soit f une fonction continug sur un inte;lvalle I =[—aja],on a:
> Si f est paire, alors /a ft)dt = 2/a f(t)dt.
—a 0
> Si f est impaire, alors /a f(t)dt = 0.
ps) Soit f une fonction contim;g sur un intervalle I = [a;b] et p un nombre réel non nul.

Si f est périodique de période p;
atp p
o f@ﬁ:/f@ﬁ
0

a

b+p b
t)dt = t)dt.
- [ s / £()

1.2.4 Inégalité de la moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a;b] et a et b deux éléments de 1.

> S’il existe deux nombres réel m et M tels que V z € [a;b], m < f(x) < M, alors
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Techniques de calcul d’intégrale 6

m(b—a) < /bf(t)dt < M(b—a).

> S’il existe un nombre réel M tel que V x € [a;b], |f(x)| < M, alors

/abf(t)dt' < M|b—al.

1.2.5 Valeur moyenne d’une fonction
Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a, b] avec a # b.

On appelle valeur moyenne de f sur I, le nombre réel noté p défini par p = 2

1.3 Techniques de calcul d’intégrale

1.3.1 Utilisation des primitives usuelles
Exercice

Calculer les intégrales sulvantes

s

I_/ sin 2tes tdt, J = / dt et K = / ———dL.
0 1Ht

Solution

Calculons les intégrales suivantes :

[

> I:/ sin 2te®s’ tdt = [ oS t} 2 =_1+e
0

Doul=-1+e

2ot 2
DJ:/ _1dt:[ln|t2—1|]0_

t2
0
Dou J =0

3 e
> K = / I D
lnt Inz|, 3 3

DouK—

3
1.3.2 Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que les dérivées u’ et v’

sont continues sur I, a et b deux éléments de 1.

Ona: / () ({)dt = [u(t).o(t)] — / o (E)o(t)dt
ou/ o' (t)o(t)dt = [u(t)v(t)]i—/ w(t)v' (t)dt
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Techniques de calcul d’intégrale 7

Exercice

e 1
Calculer les intégrales suivantes : I = / Intdt et J = / te'dt
1 0

Solution

Calculons les intégrales suivantes :
e

I>I:/ In tdt
1

uw =1 u=-t
Posons — 1
v=Int V==
I:[tlnt]i—/ dt =1
1
D’ofllel
> J:/ teldt
0
u = e u=-¢e
Posons —
v=t v =1
! 1
J = [te']; —/0 eldt = [te' —e'] =1
Dou J = 1.

1.3.3 Changement de variable affine

b
Pour calculer I'intégrale f(at+p)dt avec o # 0, on peut utiliser le procédé suivant :

> Faire un changement de variable : u = at + (3 ; on obtient : du = adt;

b ab+pB 1
> Utiliser 1'égalité : / flat+ B)dt = / —f(u)du.
a aa+f Q
Exercice
o ¢
Calculer 'intégrale suivante : I = dt
& /1 NoTE
Solution
o ¢

dt.

Calculons l'intégrale suivante : [ = /

_1V2t+3

1
Posonsu:2t+3;du:2dt:>dt:§du

Deplus:sit=—-1lwu=1letsit=0<u=3

On déduit ue'I—l/3 \/ﬂ—i 1 2u u—6\/ﬂg—§—\/§
aue: 1 =7 | ) =15 =3
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Application du calcul intégral 8

1.4 Application du calcul intégral

1.4.1 Calcul d’aire

a) Unités d’aire ( u.a)
- =
Dans le plan rapporté a un repére (O; i , j

=
Ona:lua=]|7|.]7|ecm?

) unité graphique étant le centimétre.

b
b) Interprétation graphique de l’intégrale / f(t)dt

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle I, (C) sa courbe représentative
b

et a et b deux éléments de [ tels que a < b. L’intégrale f(t)dt est I'aire est I'aire en unité
a
d’aire du domaine délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et les droites d’équations

r=aetxz =0
ol

(4)

1.4.2 Aire d’'un domaine plan

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a;b]. Si pour tout x appar-
tenant a l'intervalle /. ,
Lorsque g(z) < f(z) sur I, alors [ (f(x) — g(x))dx est Iaire en unité d’aire du domaine

D délimité par les courbes (C) decif et (C') de g et les droites d’équations z = a et x = b

- —
dans le plan rapporté au repére orthonormé (O; i, j ).
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Application du calcul intégral 9

Ona:D={(r,y) e RxR/a<z<bgx)<y<f(x)}ouD:

En particulier si pour tout € I, f(z) < 0, alors 'aire d’aire du domaine délimité par

la courbe (C) de f, I'axe des abscisses et les droites d’équations = = a et = = b est

(/f dx>ua
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Application du calcul intégral 10

Exercice 1
Soit f une fonction définie sur R par : f(z) = (1—x)e™". On désigne par (C) sa courbe
représentative dans le rapporté a un repére orthonormé (O; i, j ), unité graphique 2cm.
1. Calculer les limites de f en —oo et en 4o00.
2. Montrer que pour tout z € R, f'(z) = (x — 2)e™".
3. Donner le sens de variations de f puis dresser son tableau de variation.

4. On admet que la courbe (C) posséde une branche parabolique de direction (Oy) en

—o0. Construire la courbe (C) de f.

5. Soit A l'aire du domaine plan délité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les

droites d’équations z = 0 et x = 1. Calculer A.

Exercice 2
Soit f une fonction définie sur R¥ par : f(z) = 1 —Inz. On désigne par (C) sa courbe
représentative dans le rapporté a un repére orthonormé (O; i , j ), unité graphique lem.
1. Calculer les limites de f a droite de 0 et en +o00.
2. Calculer la dérivée f’ de f.

3. (a) Dresser le tableau de variation de f.
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Application du calcul intégral 11

(b) Etudier les branches infinies a la courbe (C) de f.
4. Tracer la courbe (C) de f.

5. Calculer I'aire A du domaine plan délité par la courbe (C), 'axe des abscisses et les

droites d’équations x =1 et x = 2.

Solution de I’exercice 1

On donne f(x) = (1 —x)e™ ™.
1. Calculons les limites de f en —o0 et en +oc.

2. Montrons que pour tout z € R, f'(z) = (x — 2)e
Ona: f'(z) = (z —2)e "

—x

3. Donnons le sens de variations de f puis dressons son tableau de variation.
Posons f'(z) =0, (r —2)e " =0= 2 =2
> Pour z €] — 00; 2|, f'(x) < 0 alors f est strictement décroissante
> Pour z €]2; +o0, f/(z) > 0 alors f est strictement croissante.

Dressons le tableau de variation de f.

x — oo 2 +cg
f'(@) - ’ +
+o00 0
f(z)
o2

4. On admet que la courbe (C) posséde une branche parabolique de direction (Oy) en

—o0. Construisons la courbe (C) de f.
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Fonctions définies par une intégrale 12

5. Calculons A.

- (] o)
Ona: /f dx—/(l—:v) = el

D’ou A = de tem?

1.4.3 Volume d’un solide
7.7 ).

Soit (S) un solide délimité par les plans z = a; z = b avec a < b. Soit S la fonction qui

L’espace est orienté et rapporté au repére orthonormé (O;

associe a tout z la fonction du solide coupé par le plan de cote z. Si la fonction z — S(z)

b
est continue sur [a; b], alors / S(z)dz est le volume en unité de volume du solide (5).

1.5 Fonctions définies par une intégrale

1.5.1 Définition

xT

On appelle fonctions définies par une intégrale, toutes les fonctions F' : x —— / f(t)dt
dérivables sur un intervalle I telles que pour tout x € I, F'(x) = f(x). ’
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Fonctions définies par une intégrale 13

1.5.2 Propriétés

> Soit f une fonction continue sur un intervalle I et a un élément de I, la fonction
xX

F:x— / f(t)dt de I vers R est la primitive de f sur I qui s’annule en a.

a
> Pour étudier le sens de variation de F', il suffit de connaitre le signe de f.

Exercice 1

T .t

Soit F' la fonction de ]0; +oo[ vers R définie par : F(z) = e?dt et (C) sa courbe

Do

représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; i, j ).
1. Montrer que F' est définie sur R .
2. Donner le sens de variations de F' sur son ensemble de définition.
3. (a) Etudier le signe de la fonction h définie par : h(z) = F(z) — Inx.
(b) En déduire lim F(z)et lim F(x)
z—0t T—>+00
(c) Donner le tableau de variations de F'.

4. Etudier les branches infinies de (C).

5. Tracer la courbe (C) dans le plan.

Exercice 2

¥ 1
F(z) = /0 ﬁdt. On désigne par (C) sa courbe
- =

représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O; i, j ).

Soit la fonction F' définie par :

1. Montrer que F' est définie sur R.

2. Montrer que F' est impaire et calculer F'(0).

* 1 1

3. (a) Montrer que F(1) <1 et que —dt <1 — —.

() ave F() < Letque | ———r<1—
1
(b) En déduire que F(z) <2 — —.
T

4. Calculer lim+ F(z) puis donner une interprétation géométrique.
z—0

5. Montrer que F est strictement croissante sur Rt puis dresser le tableau de variations

de F.

6. Donner une équation de la tangente (T") & (C) en xp = 0 puis étudier la position de

(C) par rapport a (7).

7. Construire la tangent (7") et la courbe (C).
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Fonctions définies par une intégrale 14

Solution de ’exercice 1

T .t

On donne F(x) = / e?alt.

1
1. Montrons que F' est définie sur R7.
€T

e
La fonction F': x — — est continue sur |0; +oo[, alors Er =|0; +o0|.
x

2. Donnons le sens de variations de F' sur son ensemble de définition.
xT

e
La fonction F' est dérivable sur |0;+o0o] et sa dérivée est F' : x — — est une
x

fonction positive sur |0; +o0o| donc croissante.

3. (a) Etudions le signe de la fonction h définie par : h(z) = F(zr) — Inz.

x .t x x .t _
h(z) = e—dt—/ 1dt—/ 1
1t 1t 1t

t

e
Comme > 0V t €]0;+o0], alors h est strictement croissante et de plus

h(1) = 0, donc h est négative sur |0; 1] et positive sur |1; +oo.

(b) Déduisons-en lim F(z) et lim F(z).

z—0t T—>+00

>V ax€|0;1], F(z) <Ilnz

lim Inx = —oc0o = lim F(z)=—0o0
z—0%1 z—0%t

>V z €]l; 400, F(z) >Inz

lim Inz=+00= lim F(x)=+o0

Tr—>+00 Tr—>+400

(¢) Donnons le tableau de variations de F.

T 0 1 “+oc
F'(x -
+oc
— D
4. Etudions les branches infinies de (C).
> Comme lim F(z) = —o0, alors la droite (OJ) est une asymptote a (C).
z—0
F(x)

> Comme lim F(z) =400 et lim = +o00, alors (C) admet une branche

T—>400 Tr—>—+00 €T

parabolique de direction celle de (OJ).

5. Tragons la courbe (C) dans le plan.
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