Isométries de 'espace

1.Définition

On appelle isométrie de 1'espace ¢, toute transformation ponctuelle f qui conserve les distances.

V(M,N)ee? f(M)=M"et f(N)=N',ona: M'N'= MN.

2. Les types d’isométries de ’espace

Les isométries de 'espace se subdivisent en deux groupes : les déplacements et les antidéplacements.

2.1. Les déplacements

Toute isométrie de I'espace qui conserve 'orientation de I'espace est appelé déplacement.
Les déplacements de l'espace sont : la translation, I'identité, la rotation axiale ( d’axe (A)), la symétrie
centrale et le vissage.

2.1.1 La translation

a) Définition
Soit ¥ un vecteur de w(ou w désigne 1’ensemble des vecteurs de I’espace).
On appelle translation de vecteur @ et on note tgz, I'application de € dans lui méme, qui & tout point M

—

-
associe le point M’ tel que MM’ = 1.

b) Propriété caractéristique

Soit f une application de £ dans lui méme. f est une t
— —

une translation si et seulement si, pour tous points M
et N d’images respectives M’ et N', ona: M'N' = M

=

c) Expression analytique
Soit t une translation de vecteur i(a, b, ¢), M(x,y, z) un point de € et M'(2’, 1/, z’) son image par t. On a :

¥=xr+a
—
taq(M)=M' <= MM =i<= <y =y+b

7 =z+c.

2.1.2 La symétrie centrale et ’identité

e La symétrie centrale de centre A(xg,yo, 20), notée S4, est application de € dans £, qui & tout point
—
M associe le point M’ tel que : AM = —AM’.
Elle se définit analytiquement par :



' = —x+ 2x

SAM) =M <=y = —y+ 2y
/ JE—

Z = —z42z.

e L’identité id. de €, est I'application définie telle que : id.(M) = M' <= M = M'.
2.1.3. La rotation d’axe (A) et d’angle 6
a) Définition
Soit (A) une droite de vecteur directeur u, (P) un plan perpendiculaire a (A) et 6 un réel.

On appelle rotation d’axe (A) et d’angle 6, notée R(x gy, 'application de 'espace qui laisse invariant les
points de (A) et qui & tout point M non situé sur (A) associe son image M’ du plan tel que :

HM = HM
(HM, HM') = 6[2x].
ot H € (P) N (A) .

U : vecteur directenr de (A)
L ; vecteur normal unitaive au plan

N.B: SiM e (A), alors M' = M.

b) Eléments caractéristiques de R(a g
R ) est caractérisée par I'axe (A) et I'angle 6.

e Axe (A) :
L’axe (A) est 'ensemble des points invariants par la rotation. On a :

(A) = inu(R) = {M € &, R(M) = M}

e Angle 0 :
Supposons que 'axe (A) se présente de la maniére suivante :

T =20+ \a
Y=yo+Ab
z =z + Ac.
Alors la droite (A) passe par le point A(zo, yo, 20) et est dirigée par u(a, b, c).

On détermine ’équation du plan (P), perpendiculaire & (A), passant par A. u(a, b, ¢) est un vecteur normal
au plan (P) et (P) a pour équation: ax + by + cz + d = 0.

Soit M € (P) et M’ son image par R. On a :

—_— '—;
0089 — AM.AM /
|AM]|.|AM]]
: det(AM,AM' )
sinf =

[ AM|.[JAM"]|
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_ — e
et | AM]| = | AM).

ou 77 est le vecteur unitaire normal au plan (P) tel que 1l = i

=

Exemple :
Dans 'espace orienté € rapporté a un repére orthonormé (O; 7, j, k). On considére la rotation f défini par :
¥=—-z-2
y =—x
Z=y—2

a) Déterminer 'axe (A) de f.
b) Déterminer I'angle 6 de f.

Solution

a) Déterminons 'axe (A) de f.
r=x T=—2—2
y=y == y=-

2=z z=9y—2.

En Posant z = A, on a :

rT=-\A—2
= —z
= <y=A+2
A=y—2
Z=A
zZ=A

Ainsi, I'axe est la droite (A) passant par le point A(—2,2,0) et de vecteur directeur u(—1,1,1).

b) Déterminant 'angle 6 de f.
Soit (P): —z +y + z —4 = 0 le plan perpendiculaire a (A) passant par A(—2,2,0), M(0,0,4) un

point de (P) et M'(—6,0,—2) son image par f. On a :

—
cosf = m.AM’
||AM||2

— —
AM (2, —2,4), AM(—4, z—mﬁmﬁz2¢ﬁﬁywrz—mmm%9:—;

|:1

— =
L L), det(AM,AM’ =) = \?’/—%etsinéz—‘/?g.Ona:

1
V3 VB VB H

S

w

cosf = —1 47
2

= 0 = —[27|.
{sinH:—‘/T:§ 271

Remarques
- Toute rotation d’axe (A) et d’angle 7 est appelée demi-tour autour de (A) ou retournement ;

- Tout demi-tour de 'espace est involutif ;



- La restriction d’une rotation axiale R d’axe (A) et d’angle # & un plan est une rotation de ce plan.
Ainsi,

(a)

i
Payi .
] (1, ], k) est une base orthonormée de l'espace
' =xcosf —ysinb + ¢; . :

EAT=]
y' = xsinf + ycosb + ¢

R(A,0) : {

2.1.4. Vissage ou déplacement hélicoidal

a) Définition
Soit (A) un axe de vecteur directeur .

On appelle vissage de l'espace, noté f, la composée commutative de la rotation axiale d’axe (A) et de la
translation de vecteur .

(8)

i M=t (My) = vy

M= R(A, 8)(M)

b) Eléments caractéristiques du vissage
Le vissage est caractérisé par 'axe (A), 'angle 6 de la rotation et aussi par le vecteur « de la translation.

- Axe (A) : Celui de la rotation. On a :

(A) = {M € (P); MM = 2M]\/[’}
ou M’ = f(M), M" = f o f(M).

- Vecteur : Celui de la translation. N
Soit A € (A) tel que A" = f(A). alors @ = AA".

- Angle 0 : celui de la rotation.

Pour déterminer I'angle 6, on peut suivre le procédé suivant :

- On trouve Pexpression analytique de R : f = Rot; < fot.' = R= R= fot."
- On trouve I'équation du plan (P) passant par A et de vecteur normal @
- On choisit un point B du plan et on détermine son image B’ par R : R(B) = B’. Alors :

AB.AB'
||A§H,||A_B’>H
_ det(AB,AB' )

sin ?
|ABJ|.[|AB"||



Exemple :
Dans l'espace orienté e rapporté a un repére orthonormé (O; i, j,

¥y=x+1
Yy =—2z+4
2 =uy.

a) Déterminer 'axe (A).
b) Déterminer son vecteur .
¢) Déterminer son angle 6.

Solution
a) Déterminons 'axe (A) de f.

/2) On considére le vissage f défini par :

soit M(x,y,z), M'(«',y,2") et M"(2",y", ") trois points de ¢ tels que : M' = f(M) et M" = f(M").

On a:
. 2 —x ¥ —x
MM"=2MM' < [y -y | =2y -y
2 —z 7 -z
¥+1—x r+1—=x
— |ZdH+4—-y|=2|—-2+4—y
y —z y—z
r+2—=x r+1—=x
= |—y+td—-y|=2|—-2+4—-y
—z+4—=z y—z
(2 =2 z=A
e={z=2 ={y=2
= 2. z=2.

\

D’ou Paxe (A) est la droite passant par A(0,2,2) et de vecteur directeur 7(1,0,0) =7

b) Déterminons son vecteur .

l‘AIZZ‘A—f—l JZA/:1
L o
Ona:u=AA avec A = f(A), ainsi { yor = —24+4 = Qya =2
ZAT = YA ZA/ZQ.
L 5 1=0 5
u=AA" alorsu |2—2]. Douu =i.
2—2

¢) Déterminons son angle 6
Soit (P) le plan orthogonal a (A) passant par A(0, 2, 2).
@ est un vecteur normal a (P). On a :
(P):az+by+cz+d=0,ori=1 ansi, s +d=0, Ae (P) < d=0.Dou (P):
% O
Soit B(0,0,0) un point de (P). B’ = f(B) <= B'(1,4,0). Ona A'B" | 2
-2

— —
tz(B) = By <= BB; = 4= B1(1,0,0). On a : A’B;(0, -2, —2). Ainsi,

A'B1.A'B’ 0
cosf = 22285 — 2 —
| A" B"||2 8 ™
det(A'By,A'B,2) > 0= 5[27]
sinf = S EE = 8 —
|A"By |2 8



2.2. Les antidéplacements

On appelle antidéplacement de ’espace, toute isométrie de ’espace qui change 1’orientation de I’espace.
Ce sont : la symétrie orthogonale-plan ou réflexion par rapport & un plan et la symétrie glissée.

2.2.1. La symétrie orthogonale-plan

a) Définition
Soit P un plan.
La symétrie orthogonale-plan de base (P), notée Sp, est une application de ¢ dans ¢, qui & tout point M

associe le point M’, tel que :
e Si M € (P), alors M’ = M ;

(MA)L(P) (1) L)

e Si M n’appartient pas a (P), alors HM' = _H]\/} (2) L‘f
He(P) (3)

Le plan (P) est le plan médiateur du segment [MM’]. H est le projeté orthogonal de M sur (P) et
milieu de [M M'].

b) Elément caractéristique de Sp
L’élément caractéristique de Sp est le plan (P), qui est 'ensemble des points invariants de Sp.
on note : inv(Sp) = (P).

Exemple .
Dans l'espace € muni d’un repére orthonormé (O; 1, 7, k), on considére le plan (P) d’équation : = + y —

z + 1= 0. Déterminons la symétrie plane de base (P).
En effet,
Soit Sp cette symétrie plane, M (z,y, z) le point tel que M'(2',y/, 2") son image par Sp et H le milieu de
[MM']. Ainsi :

(MM)L(P) (1)

Sp: ¢ HM' = —HM (2)
He(P) (3)

e H milieu de [MM']; H | ©¥

o HE(77)<:>SEH+Z/H—ZH+1:O:>x;m/—i-yzyl—Zgz/—i-l:() (4).
—
o (MM")L(P) <= MM =i, AeR*etqi(l,1,—-1). Ona:

r—x=A =x+ A

- .
MM = i< <y —y=\ =y =y+A (5)

2 —z ==\ Z=z—=A\

(5) dans (4) = ZHCEA 4 wRUEA _ 2bEd 4 = ) = 3\ + 27 + 2y — 22 + 2 = 0. Ainsi, \ =
5(—22 — 2y + 22— 2).



P 1. _ 2 2,_ 2
T =3r—3Y+352—3

En remplagant A par §(—2z — 2y + 2z — 2) dans (5), on obtient : ¢ ¢/ = —2z 4+ 1y + 22— 2
2

SF % s

D’ou,

2.2.2. La symétrie glissée
a) Définition
On appelle symétrie glissée, la composée commutative d’'une symétrie-plan et d’une translation de vecteur
U tel que u est paralléle au plan de la symétrie.
Notation :  Soit f cette symétrie glissée, on a :

f:SpOtﬁ:tﬁOSp

b) Eléments caractéristiques

Se(M)= M;

/ M "=ty (¥
EoMeta
P

Les éléments caractéristiques d’une symétrie-plan glissée sont :
- la base P : celle de la symétrie-plan de cette composée ;
- le vecteur u : celui de la translation.

e Détermination de la base de la symétrie-plan glissée

(P) étant cette base, alors :

(P) = {M € e MM = QMM'} avec M = f(M) et M" = fo f(M).
e Détermination du vecteur de la translation

Jof=tu
. . L T .
Le vecteur 4 de la translation est @ = HH' ot H' = f(H) et H point fixe de la base (P).



Exemple
L’espace € étant muni d’un repére orthonormé (O; i, j, k), on considére la transformation f définie par :
Pl 2,2
T =3x+3y+32+
;2 1 2
y=3r+3y— 32—
2=

2r—2y+iz+

Wl wlot wlot

1. Déterminer I’ensemble des points invariants par f.
2. Calculer fo f

3. a. Préciser la nature de f
b. Déterminer les éléments caractéristiques de f

Solution

1. Déterminons I’ensemble des points invariants par f.
20 — 2y — 2z =95
fM) =M << (2r—2y—22=5 , ce systéme est incompatible. D’ott I’ensemble des points
20 — 2y — 22 = -7

invariants par f est vide.

2. Calculons f o f
v =50+ 3y 3+
fof(M)=flf(M)] <= Sy’ =22"+ 1y — 22/ - 2
2
z

"no__ 2, _ 2,7 1. 7
=30 —3Yy +32 +3

¢ = Yoty Bt D+ it by J- D dde-fr b D+
ATt 2% 'NE % RS ICERS VR B IR T S O B
=ie+ B+ dea D~ dGot by e - Do do- Byt bt Do
' =x+3
= fof:qy'=y—% .D'ou fo f est une translation de vecteur u(s, -5, %)
=243

3. a. Précisons la nature de f

f étant une isométrie qui n’a aucun point invariant telle que f o f = ¢z, alors f est une symétrie
glissée c’est - a - dire la composée d’une symétrie plane et d’une translation.

b. Déterminons les éléments caractéristiques de f

Base : (P)
M e (P) < MM" =2MM' avec M' = f(M) et M" = fo f(M).
X X 2 —x =2 — 1) t+8—z=20c+3y+ 22+ 2 —g]
MM" =2MM" — y'—y=2y —y) <= y—s—y=2[3r+3y—32z—2—y
2 —2=2(2 —2) 2+ ¥ —z2=202c—2y+iz+3%— 7



—dr+4y+42+2=0
dr —4y —42—-2=0
dr —4dy —42—-2=0

—

D’oula base P : 2x — 2y —22—1=0
Le vecteur v :

w00

2.3. Classification des isométries par points

Soit E I’ensemble des points invariants par une isométr

invariants

ie f de l'espace. On a le tableau suivant :

Ensemble des points

f=1d,

invariants par f Déplacements Antideplacements
E=¢ f=1d,
E est un plan (P) f=1d, Jest la réflexion
E est une droite (i) [fest la rotation d’axe (A) ou

E est le singleton A

fest la symétrie de centre A

[est une translation de
vectenr non nul ou [ est
vissage

E est Vensemble vide

Svmétrie glissée-plan

3. Composée de deux symétries orthogonales par rapport a un plan

3.1. Composée de deux réflexions de plans paralléles

Soit (Py) et (P2) deux plans paralléles, on désigne par Sp, et Sp, les réflexions de plans respectifs (P;)

et (PQ)
La composée Sp, o Sp, est une translation de vecteur norm

M

LMy

al aux deux plans.

Démonstration
Soit A; un point de (P;) et Ay son projeté orthogonal sur (
(Pl) et (732)

Soit M un point de 'espace, M; son image par Sp, et My 1

—
Ps). Le vecteur A;As est un vecteur normal a

‘image de M; par Sp,.

On désigne par H; et Hy les milieu respectifs de [M M;] et [M;Ms]. On a :

MM, = MM, + M, M, = 2H, M, + 2M, Hy = 2H, Hy = 2A;

D’Ofl, 5792 o Spl =

AL

t

2A1A2°



3.2. Composée de deux réflexions de plans sécants

Soit (Py) et (Py) deux plans sécants selon la droite (A). La composée Sp, o Sp, est une rotation d’axe
(A) et d’angle 6 = 2(Py,P2). On note :

Sp2 o Spl = R(Aﬁ) avec {

En particulier, la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires est un demi-tour d’axe (A)
ou symétrie orthogonale d’axe (A).

rd

BN

(A) () M,

Remarque : Spo Sp = Id,..

4. Applications

Exercice 1 :
L’espace € est rapporté a un repére orthonormé (O; 1, j, k) . On considére I'application ponctuelle f qui a
tout point M (x,y, z) associe le point M'(x',y/, 2’) tel que :

v =320 — 2y — 2 +12)
Y =322z —y—2z+24)
7 =3(—z— 2y +2z+12)

1. Montrer que f est une isométrie
2. Déterminer I’ensemble des points invariants de f

3. a. En déduire la nature de f
b. Caractériser f

Solution 1 :

1. Montrons que f est une isométrie
Soit M(z,vy,z) et N(a,b,c) deux points de l'espace ¢, M'(2',y/,2") et N(a’,V', ') leurs images res-
pectives par f.

f est une isométrie si [|[MN|| = ||M'N'||

10



a —a (2a —2b—c¢) — 3(2z — 2y — 2) Ha—x)—2(b—y)—3(c—2)
M'N' [V -y | = 5(2a —b—2c) — 3(2z —y — 22) =|-2(a—2)—i(b—y)—2(c—2)
-z s(—a—2b+2c) — 5(—x — 2y + 2z) —s(a—2)—2(b—y)+3(c—2)

2

=5la—2)?+5@—2)"+5(a—2) +5a—y)?*+ 50—y +50-y)*+
+5(c—2)? +5(c— 22+ 3(c—2)?
=(@—2)+(b-y)?+(c—2)

% > > \
Ona: ||M'N'|?>=||MN|? = ||[M'N'|| = ||MN]|. D’ou f est une isométrie.

2. Déterminons ’ensemble des points invariants de f

Posons f(M) = M c’est-adirex’ =x,y =yet 2/ =2 On:

3v=2x—2y—2z+12 r+2y+2—12=0 r4+2y+2—-12=0
Jy=2x—y—22+4+24 244y +22—-24=0 = <Srx+2y+2—-12=0=0
3z=—x—2y+22+12 r+2y+2-12=0 r+2y+2-12=0

Le systéme se réduit en une seule équation x +2y+ z — 12 = 0. Alors ’ensemble des points invariants
est le plan (P) d’équation : z +2y+ 2z —12=0
3. a. Déduisons la nature de f
L’ensemble des points invariants de f étant le plan (P), alors f est une symétrie orthogonale du
plan.

b. Elément caractéristique de f

Cest le plan (P):z+2y+2—12=0

Exercice 2 :
L’espace € est rapporté a un repére orthonormé (O;i, 7, k) . On considére la rotation R qui & tout point
M (z,y, z) associe le point M'(z',y/, ') telle que :

-l

m/

/

+

—_

|
ot

y
y+

IS
I
ok Iﬂ ;

<& IE

!/

*[S

e Déterminons les éléments caractéristiques de R.
- L’axe (A).
r=z
Me(A) = RM)=M>{y="Ly— L2412
zZ= TQy + %z — \/75
rT=z
= R2-V2y+V2er=2-V2 — {y + (V24 1)z =

—V2+(2-V2)z=-V2
r=A\

y— (\/5—1),2:1

=—2=0, y=1,amns;,{y=1
z=0.
(A) est la droite passant par le point A(0,1,0) et de vecteur directeur i

- Angle 6.

11



Soit g la restriction de f au plan (O,y,z), on :

g {y/:%iy_%i'z*l—%
z’:‘/gy—k‘/?ﬁz—‘/g.
Ainsi
y’zcos%y—sin%z—i—l—\/75
9 2 =cosZy+sinZTz— X2
= 1Y 4 2
D’ou 0 = % [27]

Exercice 3 :

L’espace € est rapporté a un repére orthonormé (O; ;, f, E) . On consideére 'application ponctuelle f qui a
tout point M(x,y, z) associe le point M'(z’,y/, 2’) tel que :

¥=z+2
y =x—1
Z=y—1

1. Montrer que f est une isométrie

2. Déterminer la nature de f et ses éléments caractéristiques

Solution 3 :

1. Montrons que f est une isométrie.
Soit M'(z',y,2") et N'(a’, V', ') les images respectifs de M (z,y, z) et N(a,b,c).

M'N?=(a -2+l -y)>2+([ -2 =(c+2—-2-22+(a-1—-2+1) +(b-1-y+1)?%=
(c—2)*+(a—x)*+ (b—y)? = MN>.

M'N" = MN?, ainsi f est une isométrie.
2. Nature et éléments caractéristiques de f.

e Ensemble des points invariants par f
fM)=M=(y=2x—-1 <= y-zr=-1 == Jy=2\

z=y—1 z—y=-—1 z=—14+ X

Alors f est une rotation.

e Déterminons I’angle de la rotation
L’axe (A) de la rotation a pour vecteur directeur #(1,1,1) et passe par le point (1,0, —1).
Déterminons ’équation du plan (P) passant par le point H et perpendiculaire a 'axe (A).

Ainsi, (P):z+y+2=0.

—
Soit A(1,—2,1) un point de (P) et A’(3,0, —3)son image par R . HA'(2,0,—2), ﬂ(o, —2,2). On
a: HA? =8 et HA”? = 8.

— —
HAHA = —4 et det(HA, HA',

|m

) = 4V3.

B

Soit 6 une mesure de 'angle de la rotation de f.
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-1 )
Ona: NG — 0 = Z[27]
2

Exercice 4 :
L’espace € est rapporté & un repére orthonormé (O; i, j, k) . On considére la transformation ponctuelle f
qui & tout point M(x,y, z) associe le point M'(x',y', 2') telle que :

¥=y+3
Yy =x—2
2 =—z

1. Déterminer I’ensemble des points invariants de f

2. On admet que f est un vissage, déterminer les élément caractéristiques f.

Solution 4 :

1. Ensemble des points invariants de f.
rT=y+3 rT—y=3
M=M= (y=0—-2 <<=(r—y=2

z=—z z=0
Le systéme étant incompatible, alors ’ensemble des points invariants par f est vide.

2. Eléments caractéristiques de f

e L’axe (A)

MM = M'M" avec M’ = f(M) et M" = f(M'), on a :

¥ —rv=2"-1a x:g—i—y
y—y=y'—y = {20—-2y=5

2 === z2=0

Posonsy=A,ona: qy=A\

(A) est une droite passant par A(2,0,0) et de vecteur directeur @(1,1,0)
e Angle ¢
Déterminons ’équation du plan (P) passant par le point A et perpendiculaire a I'axe (A).

On trouve, (P):z+y— 2 =0.

Déterminons 'expression de la rotation R

f=toR=R=fot

12



— 1
r =T 3
"o 1
l g Yy =y —3
P/
_ 5
R=t_zo y =z —3
=t_gz 3
Z —Z

Soit B(0,2,0) un point de (P) et B'(5,—2,0) son image par R.

—
AB(~2,3,0), AB/(2,—3,0). Ona: AB? = 5 et AB? = 2

ABAB = —2 ot det(AB, AB, ) = 0.

[l

cosf = —1
Ona:q . — 0 = 7[27]
sind = 0

e Le vecteur ¥ de la translation

Soit A’ I'image de A par f.

=3 3 3_5

— 2

JA =A = qy=1 ;A5 44 =0T=7| ;
Z=0 0 0

D’ou est le vecteur de la translation.

=1
O NN =
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